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Resumen

En estos apuntes demostramos algunas de las propiedades de la transformada de
Laplace y hacemos algunos ejemplos de su aplicacién.

1. Definicién de la transformada de Laplace

Uno de los elementos importantes cuando se habla de la Transformada de
Laplace es definir claramente de cudl de ellas se esta hablando. Las propiedades
y, sobre todo, las aplicaciones dependen de ello.

Existen dos tipos de transformadas, la bilateral y la unilateral. Esta tltima se
usa, casi exclusivamente, para el analisis de sistemas lineales e invariantes en
el tiempo, en la que es particularmente 1til, y es a la que nos referiremos en
estas notas.

Otro elemento importante, cuando trabajamos con la transformada unilateral
es que, en general, las senales de entrada a los sistemas son senales que son

cero para t < 0.

La definicién de la Transformada de Laplace unilateral es:
X(s) = £{x(t)} = / (t)e*tdt
0

donde s = 0 + jw, 0 es una constante (que puedo elegir para hacer que la
integral de Laplace converja) y w es la variable de transformacion.
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1.1.  Algunos ejemplos de transformada

Calculemos la transformada de Laplace de una exponencial que comienza en

t =0 (z(t) = e™u(t)).

o0 o0 1
L{e"u(t)} = /e“tu(t)e_Stdt = /e_(s_“)tdt = G_a)
0 0

Observe que no hemos colocado ninguna restriccién en el valor de a y, en
particular, podria asumir valores reales positivos, negativos, valores complejos
o ser simplemente cero.

Como corolario, es inmediato que la transformada de Laplace del escalén u(t)
s (a=0):

L{u(t)} = -

Apliquemos ahora el resultado anterior al cdlculo de la transformada del coseno
que comienza en t = 0 (z(t) = cos(wt)u(t))

Recordemos que por la identidad de Euler:

e]wt + e—jwt

cos(wt) = 5

entonces

1

Vi 1, 1 1
L{cos(wt)} f/ (e + e N u(t)e S dt = i
0

—( — + —) =

2'5s —jw  s+jw 24w

2

Es facil derivar la del seno recordando la identidad de Euler:

ejwt - 6—jwt
sm(wt) = 27
J

lo que resulta en:
w

s2 + w?’

L{sin(wt)} =

Observe que hemos usado la propiedad de linealidad de la transformada de
Laplace, que atin no hemos demostrado.



2. Propiedades de la Transformada de Laplace

En esta seccion presentamos algunas de las propiedades de la Transformada
de Laplace (TL).

2.1. Linealidad

Si X(s)=L{x(t)} y Y(s) = L{y(t)} entonces:

L{ax(t) + by(t)} = aX(s) + bY (s)

Prueba:

o

L{az(t)+by(t)} = / (az(t)+by(t))e~"dt = a / (t)etdt+b / y(t)estdt = aX (s)+bY (s).M

Un ejemplo de la aplicacién de la linealidad fue el calculo de la transformada
del coseno.

2.2. Cambio de escala

Si X(s) = L{x(t)} entonces, con a > 0:

L{xtar)} = X(0)

Prueba: .

Liz(at)} = / (at)e*dt
0
si cambiamos de variable A = at entonces:

Lia(at)) = [ alat)e s = 2 [aeir = 2)((2).-

Ejemplo: Supongamos que queremos la transformada inversa de:

1
10452 + 1025 + 1

1
(5m2)? + (5=2) +1

£y b= LYy

}




observe que:

V3
1 2 5
sl V(s 45+ (9
y entonces
1 2 1 V3
- = ——e 2'sin(-—t)ul(t
{52—1—5—1—1} \/§e *sin 2 Jult)
por lo que
2 3
LY et sin( Y3 ut)

200

(=) + (322) + 1} ©100V/3
2.3. Multiplicacion por exponencial. Desplazamiento en frecuencia

Si X(s) = L{x(t)} entonces,

L{eMz(t)} = X (s — \)

Prueba:
L{eMz(t)} = /ektx(t)e_“dt = /x(t)e_(s_’\)tdt =X(s—)).1
0 0

Observe que no hemos impuesto ninguna restriccion a A

Ejemplo: Tal como vimos antes en el ejemplo del coseno,

1
s — jw

L{et“tu(t)} =

Otro Ejemplo: Se desea la expresién en el tiempo de la funciéon de transfer-

encia:
s+ 1

s2+s+1
Observe que:

s+1 S—l-% 1 V3

Tl bt (R Vst (LP

En el primer término reconocemos a un coseno multiplicado por una expo-
nencial y, en el segundo, se encuentra un seno multiplicado por la misma
exponencial.



En resumen

5+1 L \/g 1 _ip . \/§
m} =e 2 COS(Tt) + —=e? sm(Tt)

£ 7

2.4. Desplazamiento en el tiempo. Multiplicacion exponencial en frecuencia

Si X(s) = L{x(t)u(t)} entonces (a > 0),

L{z(t — a)u(t —a)} = e *X(s)

Prueba:
L{z(t —a)u(t —a)} = /x(t —a)u(t —a)e *'dt = /x(t —a)e ®dt

si cambiamos la variable A = ¢t — a resulta

/x(t —a)e *dt = /:E()\)e_s(’\+“)d)\ =e “X(s).H
a 0

Ejemplo: Calculemos la transformada de Laplace de la funcién pulso unitario:

1 O<txl1

0 todo lo demaés

Note que p(t) = u(t) — u(t — 1) luego:

Nota: Observe que hemos definido esta propiedad sélo para retrasos de la
senal original. Pudiéramos usar esta propiedad para adelantos de la funcién
siempre que el adelanto no implique que la senal se desplaza mas alla del origen
(hacia los tiempos negativos). En ese caso, a la parte de tiempo negativo no
se le haria la transformada y, por ende, no tendriamos la equivalencia.



2.5. Multiplicacion port

Sea X (s) = L{xz(t)} entonces,

C{ta(t)} = —‘Uf)

Prueba: Si X(s) = [;° xz(t)e *!dt entonces:

d);gs) = c;i {/x(t)e‘“dt}

0

como la derivada es en la variable s podemos meterla dentro de la integral
resultando

js {/x(t)e‘“dt} = /w(t)js {e}at = - O/ti@e_“dt = —L{tz(t)} .M

0 0

El resultado anterior puede generalizarse:

2d" X (s)
ds™

L{t"x(t)} = (=1)

Ejemplo: Calculemos la transformada de Laplace de t?>e2 cos(3t)u(t).

Si vamos por etapas:

L{cos(3t)u(t)} = e
L{eeos(B)ut)} = o
L{t*e * cos(3t)u(t)} = ;—; {(5»;2)%} = %
2.6. Transformada de la derivada
Sea X (s) = L{xz(t)} entonces,
dx(t
(™0~ ox(9) — 20



Prueba: Usaremos la integracién por partes para resolver la integral de Laplace.

[e.e]

bt = a(t)e ™ 5 +5 [[a(t)edt = 2(0) + (<) M

dt

El resultado obtenido se puede generalizar a cualquier derivada de la forma:

ﬁ{dt;gt)} = SnX(S) - Snflm(()) — 5”721-/(0> _ an72<o> . .’L’nil(O)

2.7.  Transformada de la integral

Sea X (s) = L{xz(t)} entonces,

t

E{/x(T)dT} =

0

X(s)

S

Prueba: De nuevo usaremos la integracion por partes para resolver la integral
de Laplace.

ﬁ{/ dr} = 70/tx d7'6 SLdt = /ta:(T)dTe;St 8°+i/m(t)e_3tdt: @.l

dz

—_———
Y

Tenemos que hacer dos observaciones, la primera que hemos supuesto que la
funcién z(t) no tiene impulsos en ¢t = 0, la segunda es que si en lugar de
integrar la funcién desde ¢ = 0 la hubiésemos integrado desde t = —oo el
resultado final hubiese sido:

E{/ r)dr) = £3)+Q(0)

S

donde ¢(0) = [°__ x(7)dr.

2.8.  Teoremas del valor inicial y final

A partir del resultado de la derivada podemos extraer las tendencias de las
funciones en t = 0 y t = oo cuando esos limites existen.



De la transformada de la derivada sabemos que:

Oodx(t) —st 34 _
/ s dt = sX(s) —z(0)

0

si tomamos el limite con s — 0:

lim dL(t)e_Stdt = x(00) — x(0) = lim z(t) = lim s X (s)
s—0 s dt t—00 5—0

si, por el contrario, tomamos el limite con s — oo:

T dx(t)
If /
SLIEO J dt

e *tdt =0 = lim z(t) = lim sX(s)

S§—00



